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Chapter 1

引言

这里是作者在 FUSEP 学习 AdS/CFT 前进行的弦论相关的初步学习，
内容包括玻色弦从作用量到能谱的若干讨论。主要参考讲义 [2] 并参考多方
文献着重讨论一些概念的理解，本文不含完备的证明以及推导，由于参考文
献已经详细给出。对于一些符号和 notation 可能存在一些混用，后续会陆
续修改和更新。请读者多多包涵！

—–

1



2 CHAPTER 1. 引言



Chapter 2

Action and EOM

2.1 相对论性点粒子作用量

讨论相对论性的物理需要得到一套洛伦兹不变的标量作用量。对于点
粒子而言，最简单的满足要求的形式是世界线长度。

S = −m
∫
dt

√
1− ˙⃗x · ˙⃗x (2.1)

可惜，我们对描述形式并不洛伦兹协变。我们尝试着将 t 提升为动力学
变量。

S = −m
∫
dτ

√
−ẊµẊνηµν (2.2)

S = −m
∫
dτ̃

√
−dX

µ

dτ̃

dXν

dτ̃
ηµν (2.3)

这里 X 是粒子在 µ = 0, · . , D − 1 的时空中的坐标，τ 是以世界线长
度参数。由于引入了额外的动力学变量的缘故，额外的自由度带来的是对称
性。我们发现将 τ ⇒ τ̃ 作用量形式不变。我们将 τ 的重参数化视作一种冗
余的描述，具体体现在 on-shell 的物理量比如 pµ 并不依赖重参数模式的选
取。

pµ ≡ ∂L

∂Ẋµ
=

mẊνηµν√
−ẊλẊρ ηλρ

3
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我们在后续的讨论也会看到对称性会带来冗余的描述，这是我们会讨
论作用量层面规范固定的源头。

2.1.1 点粒子作用量以及推广

如果将相对论性点粒子作用量设定为世界线的长度，那么可以通过求
解运动方程得到自由相对论性粒子的运动方程。

S = −m
∫
dτ

√
−ẊµẊµ (2.4)

其中，m是粒子的质量，τ 是世界线的参数，Ẋµ 表示 Xµ 对 τ 的导数。

对 Xµ 进行变分，我们得到：

δS

δXµ
= −m

∫
dτ

Ẍµ√
−ẊνẊν

= 0 (2.5)

这可以得到自由粒子的运动方程，也就是牛顿第一定律。

Ẍµ = 0 (2.6)

试想一下，如果我们讨论的单元不再是一个粒子，而是一根线。那么最
直白的推广形式是就是 Nambo Goto 作用量 SNG：描述物体 (弦) 在时空中
运动的世界面。我们可以继续试着推广到更高维度的物体，我们最终会得到
Brane 的描述以及对应的 Dirac Born Infeld Action。但这就太多了，我们先
研究弦理论的基本内容。

2.2 Nambu Goto 作用量

在介绍 Nambu Goto 作用量之前，我们需要了解一些符号和意义。具
体的定义给定如下：

• σ, τ：弦作为只有一个空间维度的连续物体，可以只由一个参数 σ 刻
画；而弦在时空中的运动需要引入时间参数 τ。

• Xµ：弦在背景时空流形中运动，把时空流形视作“背景”。用数学语言
表述就是一维弦运动形成的二维世界面在背景时空流形中的嵌入。而
Xµ 描述的就是各个背景时空分量的嵌入方式。
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• hab ≡ ηµν∂aX
µ∂bX

ν：这里 ηµν 描述的是背景时空的度规，hab 称为诱
导度规，描述的是世界面这个二维流形上的度规：

ds2induce = hab(σ, τ)dσ
adσb. (2.7)

• α′：被称作弦参数。有面积的量纲。定义 α′ ≡ l2s 定义弦的特征长度 ls

• T ≡ 1
2πα′：这个量称作弦张力 (string tension)。将我们后续讨论的

Nambu Goto 作用量按照 hab 代入展开到一阶项，可以得到：

LNG = −T +
T

2

(
(∂0X

i)2 − (∂1X
i)2

)
+O(...) (2.8)

所以如果弦是静止的话，勒让德变换告诉我们哈密顿密度 H = −L =

T . 我们得到 T 的物理含义就是为单位长度的弦本身具有的能量。所
以 T 又叫做 string tension。对于一阶项，括号内相差一个负号表明弦
的振动以光速传播。

由我们上面讨论中作用量 = 世界面的面积为基准出发，我们得到一个自然
的刻画世界面面积的作用量如下

SNG = T

∫
d2σ

√
−det(h) (2.9)

为了能在路径积分中处理该作用量的动力学，我们要改变上面根式形
式的作用量，我们期望得到二次型的作用量。而这一系列操作将让我们得到
著名的 Polyakov 作用量。

2.3 Polyakov 作用量

如果世界面上还存在一个额外的张量场 γαβ，我们可以观察到如下作用
量是一个多项式型的作用量在世界面 Σ 上的积分。

Spoly =
1

4πα′

∫
Σ

d2σ
√
−γγαβ ∂αXµ∂βX

ν ηµν (2.10)

可以证明该作用量与 NG 作用量的运动方程等同，而且有多种不同方
式。这里阐述两种证明思路，具体证明步骤见讲义。
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证明思路 1：直接证明

参考 Prof. Liu Hong, 2014 Fall, Lecture 10 [2]。对 Polyakov 作用量里
的度规进行变分，可以得到

γab = B(σ, τ)hab,

然后利用 Polyakov 作用量的共形对称性（Conformal Symmetry），化简后
原式即为 Nambu-Goto (NG) 作用量。

证明思路 2：从运动方程角度出发

参考 David Tong, String Theory, Chapter 2 [4]。证明二者都满足运动
方程

∂α(
√
−γγαβ∂βXµ) = 0. (2.11)

由于运动方程（EOM）是 on-shell 的物理量，因此只要 EOM 相同，两
个物理理论即可视为等价。Prof Tong 更严格的论述了这件事，他提到了表
示独立性定理（Representation Independence Theorem）：

If different theories are related by field redefinitions that preserve
symmetries and have the same 1-particle states, then the results of
observables in spacetime of these theories should agree (although
the off-shell process might be different, the on-shell calculations
are the same, order by order).

目前我们仅在经典场论层面证明了 SNG 与 SP 的等价性，但无法且也
不会得到它们在量子层面的等价性。

Polyakov 作用量的几何解释

从数学形式上看，γab 的作用类似于拉格朗日乘子。因此，在描述真实
的物理现象时，我们不仅需要让 Xµ 满足 on-shell 条件，还需要让 γab 也满
足 on-shell 条件，但这并不直观。
从几何角度来看，有一个更直观的解释：γab 是一个定义在世界面上的

度规场。表达式 γab∂aX∂bX 描述了这个 度规场如何嵌入到 世界面中。需
要注意的是，这与 ηµν∂X

µ∂Xν 表示有所不同，后者描述的是 世界面如何
嵌入到 背景时空中。
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2.4 规范固定

我们形式上确实得到我们想要的多项式型作用量，但在该过程中引入
了额外的场，以及在我们构造的作用量会出现对称性。我们要付出的代价是
引入对新的场的 (Constraints)。

Polyakov 作用量的对称性

由于 Polyakov 作用量中存在两对缩并指标的结构：

γab∂aX
µ∂bX

νηµν , (2.12)

这意味着存在两个明显的对称性：全局的 Poincaré 对称性和局部微分同胚
对称性。关于微分同胚对称性的详细内容，可以参考 David Tong 在其讲义
中的精彩论述 [4]。但这里更重要的，是存在 Weyl 对称性。
由于 Polyakov 作用量中存在该结构，

∫
d2σ

√
−γγαβ (2.13)

γαβ(σ) → Ω2(σ)γαβ(σ) (2.14)

考虑张量场 γ 的共形变换，可以发现共形因子可以相互抵消。这预示
着二维世界面可以保证 Weyl 对称性。从更符合物理直觉的角度看：变换前
后的 γab, γ̃ab 有相同的运动方程，描述的是同一个物理态，所以理论上我们
可以任意的选取 Ω(σ)，而这就涉及到规范固定的问题。

度规场 γab 的对称性

不仅作用量本身存在 wely 对称性，度规场 γab 也存在对称性。我们考
虑任意张量场 γab

γab =

[
a b

b c

]
, (2.15)

ds2 = adσ2 + 2bdσdτ + cdτ 2. (2.16)

通过组合 τ, σ 坐标，可以将度规转换为：

γαβ = e2ϕηflat
αβ . (2.17)
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世界面的光锥坐标：实际上我们使用世界面光锥坐标更容易看到这种对称
性：

σ± =
τ ± σ√

2
, ds2 = −2dσ+dσ− (2.18)

考虑变换
σ+ → σ̃+ = f(σ+), σ− → σ̃− = g(σ−) (2.19)

可以发现度规变换只改变一个 Weyl 因子

ds2 → −2∂+f∂−g dσ
+dσ− (2.20)

Theorem：
We can use Weyl invariance to make any two-dimensional metric flat.

共形规范

由于我们关注的 Polyakov 作用量含有哦 Weyl 对称性，因此我们总可
以将度规场 γab 设置为局域平坦的。于是，作用量可以写为：

S = − 1

4πα′

∫
Σ

d2σ ∂αX · ∂αX (2.21)

共形规范的 Polyakov 作用量有一个很简单的物理阐述：这实际上是 D

个自由标量场的拉格朗日量，其中 D 是时空的维数。

2.5 作用量中的拓扑项 ∗

在分析 Polyakov作用量的对称性时，我们发现有三种对称性：Poincaré
+ Diff + Weyl。因此，在对作用量进行修改时，如果不破坏这三种对称性，
则认为理论在经典层面上是一致的。在这里只是简单的讨论引入该项修正
后与原理论的差异。
在 AdS/CFT 的讨论中我们会遇到作用量中的拓扑项，i.e 在 Polyakov

作用量中引入 R,K, 分别对应于里奇标量和外曲率。

λ

(
1

4π

∫
Σ

d2σ
√
−γR+

1

2π

∫
∂Σ

dsK

)
⊆ S

增加的拓扑项没有世界面和背景时空指标，因此满足 Poincaré + Diff
对称性。因此，当考察弦论的局部性质或者世界面具有平凡的拓扑时，我们
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不需要考虑这些额外项。然而，当世界面的拓扑不平凡时，这些项的存在将
带来显著的特点。我们将证明拓扑项满足 Weyl 对称性。

关于 Weyl 变换下原作用量不变的证明

定义：我们讨论 2D 可定向曲面，其中 K 代表边界 Σ 的外曲率，K =

±tanb∇at
b，其中 t ⊥ n，正负号取决于边界是类空还是类时。

在 Weyl 变换 γab → e2ωγab 下，
R → e−2ω(R− 2∇a∂

aω)

t → e−ωt

na → eωna

于是外曲率项变成

K → e−ω(K ∓ tatan
b∂bω) = e−ω(K + na∂aω)

因此，Sχ 在 Weyl 变换下变为

Sχ → λ

(
1

4π

∫
Σ

d2σ
√
−γ(R− 2∇a∂

aω) +
1

2π

∫
∂Σ

ds(K + na∂aω)

)
利用斯托克斯定理 ∫

Σ

d2σ
√
−γ∇a∂

aω =

∫
∂Σ

dsna∂aω

可知 Sχ 在 Weyl 变换下不变，保留了 Weyl 对称性。
拓扑项贡献与开弦和闭弦相互作用的顶点的关系见 A论述

2.6 运动方程

得到这么简单的作用量，我们下一步研究这个理论运动方程。但是需要
注意，我们需要对原始的 Polyakov 作用量 2.10进行讨论。

Constraints

对于 γab 进行变分, 我们将得到一组方程称之为约束 (Constraints)。而
该限制的物理解释是限制了能量动量张量的形式。
从被动观点来看度规场的变换就是坐标变换:
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δγαβ = ∂αϵβ + ∂βϵα

所以相应的作用量变换对应于

δS = −
∫
d2σ

∂S

∂γαβ
δγαβ = −2

∫
d2σ

∂S

∂γαβ
∂αϵβ

量子场论告诉我们能动张量正好对应于 Poincare sym 的守恒流。由于上面
的微分同胚变换在世界面上进行，所以这里 δS

δγαβ
将带给我们世界面上的能

动张量。所以我们有如下结果：

−4π
√
γ

δS

δγab
≡ Tab = ∂aX

µ∂bXµ − 1

2
γabγ

cd∂cX
µ∂dXµ = 0 (2.22)

T10 = T01 = Ẋ ·X ′ = 0 (2.23)

T00 = T11 =
1

2
(Ẋ2 +X ′2) = 0 (2.24)

Remark：

• Ẋ ·X ′ = 0, 该约束条件存在一个直观的几何解释：世界面上等 σ 线与
等 τ 线相互垂直。

• Tab = 0, 从另一个角度来看该约束条件源自二维没有非平凡的爱因斯
坦引力。世界面中不仅存在弦这个” 物质”，还存在” 时空/引力”，也
就是认为世界面的时空几何由度规 γab 决定。完整的作用量需要引入
R 来描述该世界面的几何。由于二维没有非平凡的爱因斯坦引力，所
以爱因斯坦方程中 Gab = 0

0 = Gab = Tab

Xµ 的 EOM

对于 Xµ 我们可以很容易得到 EOM，如前论述 2.11。

∂a(
√
−γγab∂bXµ) = 0 (2.25)

容易发现该 EOM 也存在 Weyl 对称性。利用我们得到的 2.4中的定理，
我们可以使用共形规范化简表达式：
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∂a∂
aXµ = 0 (2.26)

切换到世界面的光锥坐标后形式会更加简洁 2.4

EOM

∂+∂−X
µ = 0 (2.27)

可以发现解必须符合如下形式。并且代入 Constraints 可以极大的简化
形式。

Xµ(σ, τ) = Xµ
L(σ

+) +Xµ
R(σ

−) (2.28)

Constraints

(∂+X)2 = (∂−X)2 = 0 (2.29)
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Chapter 3

Conformal Sym and
Quantization

3.1 没有固定的自由度

在量子化之前我们需要先固定所有的规范，否则会出现异常。在找到真
正独立的动力学变量后我们再进行量子化。到目前为止我们对规范固定的
讨论如下：我们分别用了世界面坐标的微分同胚变换以及 Weyl 对称性使得
γab → ηab。
但是，其实还有一种对称性没有被完全固定，即微分同胚变换和 Weyl

对称性的联合对称变换。描述这一类的对称变换我们需要用到 Killing方程。

3.1.1 Killing 方程

微分同胚对称性
xµ 7→ xµ + ϵµ 对应的度规变换

g′µν(x
µ + ϵµ) = gµν + (∂µϵν + ∂νϵµ)gµν (3.1)

于是度规的变换记作
δgµν = ∂µϵν + ∂νϵµ (3.2)

Weyl 对称性
gµν → Ω(x)gµν (3.3)

13
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相应 Weyl 对称性带来的度规变换记作

δgµν = (Ω(x)− 1)gµν (3.4)

如前所述，我们研究的是Weyl变换与无穷小同胚变换下保持 Isometry
（等度规变换）的一类变换，数学表达如下：

(Ω(x)− 1)gµν = ∂µϵν + ∂νϵµ (3.5)

可以用 gµν 消去指标得到 Ω(x) 表达式，代回可以得到对应的 Killing 方程：

∂µϵν + ∂νϵµ =
2

d
(∂ · ϵ)gµν (3.6)

求解 Killing 方程可以得到该共形变换的无穷小变换参数以及相应的生成元
(这里只引用任结果)： 

ϵµ = aµ

ϵµ = ωµ
νx

ν

ϵµ = λxν

ϵµ = bµx2 − 2xµb · x

(3.7)


Pµ = ∂µ,

Mµν = 1
2
(xµ∂ν − xν∂µ),

Dµ = xµ∂µ,

kµ = x2∂µ − 2xµx
ν∂ν .

(3.8)

3.1.2 2D Killing 方程

对于二维空间具有微分同胚对称性也有 Weyl 对称性的理论来说，我们
可以得到二维共形 Killing 方程如下。（注意，我们的度规采用欧式号差，也
就是局部上 gµν = δµν） {

∂1ϵ1 = ∂2ϵ2

∂1ϵ2 = −∂2ϵ1
(3.9)

可以观察到这就是二维平面的 Cauchy-Riemann 条件。为了方便定义复坐
标 z, z̄ = x0 ± ix1，所以二维共形变换可以用全纯和反全纯函数表示如下：{

z 7→ f(z)

z̄ 7→ f̄(z̄)
(3.10)
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3.2 光锥规范固定冗余

对于我们讨论的二维平面，更习惯用 σ（而不是 x）表示坐标。从上面
讨论知道共形对称性可以将 σ− 进行任意反全纯变换：

σ− → σ̃− = f̄(σ−) (3.11)

容易发现

∂+∂−f̄(σ
−) = 0 (3.12)

我们之前的公式 2.27 告诉我们所有的 Xµ 满足运动方程

∂+∂−X
µ = 0 (3.13)

我们取规范固定，可以发现满足运动方以及对称性要求：

τ =
X+

v+
(3.14)

（其中 X± = X0±X1
√
2
对应度规 dXµdXµ = −2dX+dX− + dXidXi）

使用光锥坐标系并加入 conformal gauge，我们可以重新描述 Con-
straints：

Tab = 0 ⇒

{
2v+∂τX

− = (∂τX
i)2 + (∂σX

i)2

v+∂σX
− = ∂τX

i∂σX
i

(3.15)

3.2.1 真正的自由度

在这些花里胡哨的操作之后我们该研究这个体系真正的自由度是什么
了。

• 我们可以看到 X+ 完全由规范固定而确定下来，所以不是真正独立的
自由度。

• 而 X− 在相差常数项下可以完全由 v+, Xi 决定。

• 所以我们可以看出在 Constraint 下真正的动力学变量是 Xi 以及 x−

（上面提到的积分常数因子）v+。

• 动量空间本征态下自由度只由 Xi, i ∈ {1, ..., D − 2}。(该结果在后续
讨论玻色弦自洽的时空维度时会有重要的应用)
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3.3 量子化简介

这里只是简单的概述光锥量子化方案。光锥量子化在所有的教科书中
都会详细的讨论。所以本节仅仅梳理脉络，并不会涉及细节内容。

至于更多的 Covariant Quantization 可以参考 [1] 关于 Path Integral
Quantization 可以参考 [3]. 一些简单的介绍可以参考 [5] 以及 [6]。。

大体思路

大体思路如下：由于先是一个 1 维物体，不同于 QFT 中 0 维粒子直
接进行模式展开，我们要在给定边界条件后进行模式展开。对应于开弦/闭
弦。随后将模式系数提升为算符即可得到量子化的理论。

a. 周期性边界条件以及模式展开

略，见任何一本参考书。

b. 正则变量

• 正则量子化中要将正则变量添加对易关系，从而得到各个模式算符的
对易关系。

• Πµ
a = 1

2πα′ ∂aX
µ 是正则动量。对弦体积积分，也就是

∫
dσΠµ 得到总

动量 pµ。由于周期性条件导致只有 νµ 项有贡献，所以我么可以得到
νµ 的物理诠释

pµ =
l

2π

vµ

α′ (3.16)

c. Constraints

• 对于开弦,Constraints 得到平凡的结论。

• 对于闭弦，Constraints 将带给我们 level matching condition：∑
n ̸=0

αi
−nα

i
n =

∑
n ̸=0

α̃i
−nα̃

i
n (3.17)
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d. EOM

• 闭弦：
2v+v− = v2i + α′

∑
n ̸=0

(
αi
−nα

i
n + α̃i

−nα̃
i
n

)
(3.18)

• 开弦：
2v+v− = v2i + 2α′

∑
n ̸=0

αi
−nα

i
n (3.19)

e. 正规序

如果我们要考察这个量

∑
n ̸=0

(αi
−nα

i
n) (3.20)

我们如果重新交换求和的次序 i.e
∑
−n

。该操作等效于调换算符 α:

α−n ↔ αn

一方面：我们知道求和并不依赖于求和顺序。另一方面：我们知道量子
化后 α 算符的交换会带来非平凡的结果 (该内容请详见任何一本弦论书):

[αi
n, α

j
m] = [α̃i

n, α̃
j
m] = mδijδn+m,0 (3.21)

所以我们要在正规排序下讨论 3.20 才是良定义的。
f. 弦常数
我们之前只是在 2.2中给出了 α 的形式，利用 ζ(−1) 函数的解析性以

及代入相应系数

ac = −D − 2

6α′ (closed)

ao = −D − 2

24α′ (open)

该套量子化路程不仅可以让我们写下的玻色弦的质量谱。这套流程可以更
广泛的推广到其他弦论的质量谱，比如 R1/Z2orbifold 的质量谱 [6]。
这一块内容本来是作者的随笔，放在这里缺乏良好的描述，待作者有空

的时候后续会做详细补充⋯⋯



18 CHAPTER 3. CONFORMAL SYM AND QUANTIZATION

3.4 弦的激发

弦论可以作为大一统理论的候选人的重要性质是能描述已知各种各样
的场:spin-0, 1/2, 1�... 。深入了解这些场的秘密就在弦的激发谱里面。
弦的激发谱：如果弦是 on-shell 的，那么我们得到弦的动量与振动模式

有关, 从而得到弦的谱。
弦激发的场：不同的激发态有不同的洛伦兹指标 (µ, ν)，所以在洛伦兹

变换下有不同的性质，这些激发态便描述了弦激发的场。

因此，我们分析弦的谱就可以讨论弦的激发态，最终得到弦论描述的场
的性质。(含有部分没有在本文详细的论述，遗失内容可以参考 [2])

弦的运动方程以及自由度的讨论中我们知道动量空间出了 αµ
i 系数，还

有 νµ 决定。所以弦的基态一种最自然的表示是 |0, pµ〉。其中 pµ 代表弦的质
心动量，而相应的激发态由模式展开到 αµ

i 作用于基态得到。通过 Virasoro
代数等数学讨论可以得到弦的质量谱。(参考 [4] 给出详细计算细节)

3.4.1 开弦质量谱

M2 =
1

α′

D−1∑
i=2

∑
n ̸=0

nN i
n − D − 2

24α′ (3.22)

• Ground State: |0, pµ〉

质量：M2 = −D−2
24α′，如果背景时空维数 D > 2，我们将得到一个负质

量的基态，叫做 Tachyon，更多内容见 [tachyon]。

• First Excited State: αi
−1 |0, pi〉

质量：M2 = 26−D
24α′ 。

• Second Excited State：αi
−1α

′
−1 |0, pµ〉 或者 αi

−2 |0, pµ〉

质量：M2 = 2
α′ +

26−D
24α′ 。

玻色弦的时空自洽维度 =26

1. Claim：D 维空间有质量的矢量玻色子的 DoF 是 D − 1，对应的不可
约群表示是对应的李群是 SO(D − 1)；无质量的矢量玻色子是 Dof 是
D − 2，对应的不可约群表示李群是 SO(D − 2)。
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2. 光锥量子化后，我们的第一激发态 α′I |0, p〉 中指标 I 的取值只能是
D − 2 个坐标 (不含有指标 ±)。这个激发态在洛伦兹变换下表现得像
矢量粒子，但是原先 (D − 1, 1) 维时空的对称群 SO(D − 1, 1) 破缺成
SO(D − 2)。

3. Hilbert space 中的粒子态满足相应的代数，也就是说粒子态应当满足
Wigner 定理。我们通过质量谱的分析发现 D = 26 可以让第一激发态
质量为 0。wigner 定理预言的该粒子的 Dof 与我们选择的光锥规范描
述一致。因此，开弦的最低激发态是无质量矢量粒子–高维空间的光子

Remarks:
有质量引力子
对于第二激发态，一个指标的态有 24 个 DoF; 再考虑两个指标态有

24×25
2
个 DoF。总共 324 个 DoF，对应 SO(25) 对称的无迹二阶张量。第二

激发态可作为 D = 26 的有质量引力子的不可约表示。
质量分布
∆M2 = 1

α′，质量平方以 1
α′ 等间距分布。

3.4.2 闭弦质量谱

相比于开弦，为了满足约束条件，闭弦的讨论需要有 level matching 条
件，也就是 N = Ñ。这里考虑背景时空维数为 D = 26

M2 =
2

α′

D−1∑
i=2

∑
n±6

n(N i
n + Ñ i

n)−
D − 2

6α′ (3.23)

• Ground State：|0, pµ〉

质量–M2 = −D−2
6α′ 。

• First Excited State：αi
−1α̃

j
−1 |0, pµ〉

质量–M2 = 26−D
6α′ 。

• Second Excited State：


αi
−1α

j
−1α̃

k
−1α̃

l
−1 |0, pµ〉

αi
−2α̃

k
−1α̃

l
−1 |0, pµ〉

αi
−1α

j
−1α̃

k
−2 |0, pµ〉

(3.24)
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质量–M2 = 4
α′。

Remark:

1. 第一激发态在洛伦兹群下的作用下可以分成三种可以分解成三种不可
约表示：


α
{µ
−1α̃

ν}
−1 |0〉

α
[µ
−1α̃

ν]
−1 |0〉

αµ
−1α̃

ν
−1 |0〉

(3.25)

分别是 SO(24) 表示下无质量对称无迹的粒子态，无质量反对称无迹
的粒子态，还有无质量标量。分别对应的场量描述是度规场，无质量
KALB-RAMOND 场，DILATON 场。依据下面定理，我们可以认为
闭弦的激发自然的囊括了电磁场和引力场的低能描述。

Theorem: Under low energy limits，spin-1 particle is described by
Maxwell Field. spin-2 particle is described by Gravity.

2. 对于闭弦第二激发态，证明同上，形成了 spin-4 粒子的 SO(25) 表示。

3. 从 little group 的角度来看有质量/无质量粒子的表示。对于有质量的
粒子，其表示应该写作 SO(25)，无质量粒子的表示是 SO(24)。粒子
态可以通过 SO(1, D − 1) 作用于某一类粒子态 (如下所示) 生成。

• Massive：|E, 0, · · · · ·, 0︸ ︷︷ ︸
25

〉

• Massless：|E,E, 0, · · · · ·, 0︸ ︷︷ ︸
24

〉

3.5 玻色弦的不完备性以及超弦理论

玻色弦提供了一个理论具有描述引力，规范场，标量场等一系列可能，
但是有一些不能忽视的问题。

1. 开弦闭弦的基态对应的负质量意味着玻色弦论选取的真空并不稳定,
我们看到了上面的讨论中基态时负能态。

2. 玻色弦的体系中没有费米子存在的可能
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针对后一个问题，我们可以在作用量层面引入费米场。

S = − 1

2π

∫
dτdσ ∂αX

µ∂αXµ − 1

2π

∫
dτdσ Ψ

µ
ρα∂αΨµ (3.26)

其中，费米部分的作用量写作：

i

2π

∫
dσ+dσ− (

ψµ
+∂−ψ+µ + ψµ

−∂+ψ−µ

)
(3.27)

然后可以导出左行波和右行波的运动方程（EOM）：

∂∓ψ
µ
± = 0 (3.28)

更多关于费米部分的讨论不能在本文中更深入的进行了，而且在低能区
域，我们只用关注玻色部分的理论。所以讨论到目前程度进入对 AdS/CFT
的简单讨论了。
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附录 A

Appendix.1

由于 Gauss-Bonnet 定理可以证明该项积分的结果只与流形 Σ 的拓扑
性质有关。我们 Claim 如下结果

χ = λ ·
(

1

4π

∫
Σ

d2σ
√
−γR+

1

2π

∫
∂Σ

dsK

)
= λ · χ(Σ) (A.1)

这里 χ(Σ)代表世界面 Σ上的 Euler Number，其中 genus数与 bound-
ary 数分别定义为 (g, b)：

χ(Σ) = 2− 2g − b (A.2)

物理解释

• 开弦的相互作用：一根开弦分开又粘合，对应于两个开弦节点。该过
程中世界面多了一个边界，所以每个开弦节点都自然被赋予权重

go = eλ/2 (A.3)

• 闭弦相互作用：一根闭弦的相互作用相当于增加一根把手（也就是多
一个亏格），从场论角度对应于两个闭弦节点，于是闭弦节点自然被赋
予权重

gc = eλ (A.4)
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